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(Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 3 października 1892 roku 
ref. czł. Zajączkowski). 


— eo 


W pracy niniejszej podaję dowód pewnej tożsamości wyznaczni- 
kowej, którą dla n = 2,3 napotyka się w wielu razach w geometryi 
dwu i trzywymiarowej. I tak naprzykład: jeżeli przy współrzędnych 
prostokatnych chcemy wyrazić różniezkę łuku s krzywej leżącej na po- 
wierzchni danej przez równania: 


=, (4, 4,); m=l, 2, 3; 
to mamy: 


(ds)*= 5 (den) "= =F E Sa: RE CH dfn dfer du, du, = 


nz=1ı QU E du, 


s 34 s(5 d fm sej) du, du, , 


i p=1 du, Up 


a jeżeli oznaczymy dla krótkości: 


ORG. 
o Sa zh MERES 


mamy widocznie : 


n, p=l, 2; 
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oraz : 
(ds)*="$ 'S 4,, dyldu,. 
=] R=T 
Trzeba dowieść, że wyznacznik: 


dA 
A, 2 A; ,2 


1,1 


nie jest nigdy ujemnym dla powierzchni rzeczywistych. 
Wyznacznik ten jest niejako kwadratem wyznacznika prostokatnego 


afi dfi dfs 


dn’ dn, dh, 
dfi dfi df 
dn, dn,” dh, 


w przypuszczeniu, że mnożenie wykonano wierszami poziomemi. 
W tym razie łatwo twierdzenia dowieść, można się bowiem wprost 
przez rozwinięcie przekonać, że jest: 


A, ; 7. 0 A da) \ d (faf) E . 
AŻ 7: E bóg d(h,, n,) AG ) + Az 
lecz w przestrzeni /=2, 5,... wymiarowej dowodzenie wprost przez roz- 


winięcie jest prawie niewykonalnem i trzeba szukać innego dowodu. 
Udało mi się dosyć łatwo i krótko tego twierdzenia dowieść i dowód 
ten podaję poniżej. 

Twierdzenie ogólne brzmi: 

Jeżeli l= 2, 3,... jest liczba całkowita dodatna, a, „(m= 1, 2, 3,..., l) 
(n=1, 2, 3,...,1—1); L(l-1) ilości dowolnych rzeczywistych, które usta- 
wimy w układ prostokatny o /—1 wierszach poziomych i } wierszach 
pionowych: 

O 1 a 


dą,13 h,a) 


1,2) Q,,g9:** 33 A, i 


CORET ER 9 A, i 


Qi 1) Qi 2) Qi 359 5457 M R) 


jeżeli będziemy uważać ten układ za wyznacznik prostokatny i podnie- 
siemy go do kwadratu wykonywajac mnożenie wierszami poziomymi, 
to oznaczywszy dla krótkości: 


ml 


A> = È Gnn ma m Sd aaa kol; 
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mamy widocznie : 
Aa = Anp R PEL,2,3,..., 1-1 


PY 


i trzeba dowieść, że wyznacznik symetryczny 


E. EE. OPA A S 
Mż: * "APE PARYZ PERE) Ay, i= | 1) 
A_, 55,3 dowi: ER p RĘCE | 


nie jest nigdy ujemnym, a dowiedziemy tego, pokazując, że równa się 
sumie kwadratów tyluż wyznaczników (/— /)-go stopnia, które otrzy- 
mamy z układu prostokatnego, opuszczając w nim kolejno wiersze pio- 
nowe m=/1,2,....,l te, to jest, że równa się: 


[finas ES Qi, m—yy Ty, m4) | 
Gda 1131 Qą, maj; Gy, mia *** 13 Tą,1 | 
SOP (W EE WIE ZG ZYA 
(M 1) 249 Mi „m1 liti ,mi1***') M „I | 
Oznaczywszy dla krótkości wyznacznik będący pod znakiem su- 
mowym pomnożony przez (—1)* przez a,; m= Sy dy... ++ l, trzeba 
dowieść że jest: 
mI 
A ES %. 
m=i ri 
Przypuściwszy prawdziwość tego równania, które można napisać także 
w postaci: 
4, a, | 
dy 1 li, | 
A= dn; Qą,gy dą,gy****3 Mant | 


Qi 43 M1 99 W „89 11339 Aiai 


(dosyć bowiem rozwinąć ostatni wyznacznik stopnia l-go podług wiersza 
poziomego pierwszego) i zważywszy, że: 
— Í * 
A=; Ar; 


tudzież, że zachodza (rozwijając podług wiersza poziomego pierwszego) 
l— 1 równości: 

a a 
| 
lęki dy ,g; Q,s3***) 
0=la a 


n,;23 Qn,gy* * *3 Unit 
a 


n,1) 


1,2 


m=? 
= I Onmin; h=1,2,3,.. RZE 
m—=y 


231) 2,29 Aa, gyte dą,i 


Ai-i 1 M4, 2) A ;33 ***) M4 ,1 
Rozprawy mat. przyr. T. XXVI, 20 
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z powodu, że w wyznaczniku sa dwa wiersze poziome jednakowe, wy- 
konajmy podnoszenie do kwadratu w przedostatnim równaniu wyznacz- 
nika A, w postaci wyznacznika 1-go stopnia, wierszami poziomymi, 


a otrzymamy: 


m=i m=i ZH ml | 
90% OAK, NANCY a (i | 
W=1 m=1 m=i m=i 
m=i mZ m—=l m—l 


Bad PA s BBY Ba UAD EW 


A Ei ml m-t m-l ml 
ina A L LINY PAP 1 LESANA. | UM. SEAT 
m=i m= R=J m— | 
m= mt m-l mt 
S Qi ym dm, S Mi „m dą , m9 S li „mla iR) **2%9 Sa, m 
m1 czak | m=i m— | 


czyli: 
FAZY PAS EO ZEW 
IE INNE L o ARESE AA: AS | 
EA 0. ROSE. e EEE RIO NA | 


|0, 145 ad, 1:29 **7*5 dy: i—i 


a rozwinąwszy ostatni wyznacznik według wiersza poziomego pierwsze- 
go, otrzymamy tożsamość : 
` 
A EA a R A | 
A 


4=47'4, T Hi ARAARA ży Ka |=47'4,4'=4, 


NET MEC c AX 2 


o która chodziło. 
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